Chapter 1

Rovnice se separovanymi
promennymi

Postupovat budeme presne podle kroku uvedenych na prednasce. Ke krokum uve-
denym na prednasce (kroky 1 az 6) pridame v nekterych pripadech jeste nasledujici
kroky:

(0) Prevedeni puvodni rovnice na rovnici se separovanymi promennymi a urceni
funkci g a h.

(7) V pripade, ze puvodni rovnice nebyla rovnice se separovanymi promennymi
a museli jsme pouzit krok (0), tak lepe vysetrit lepeni z kroku (6). Nektera
reseni, ktera se protinaji se nemuseji dat slepit. Nebo-li, zjistit nejenom to,
zda se v lepicich bodech rovnaji limity funkcnich hodnot, ale take, zda se tam
rovnaji limity hodnot derivace (viz priklad 7).

(8) V pripade dodatecnych podminek dopocitat, ktera reseni splnuji tyto pod-
minky (napr. pocatecni podminku).

V pisemce je krome vyse popsaneho postupu tez potreba nacrtnout obrazek toho,
jak vypadaji maximalni reseni.

Poznamka 1.1 (Symetrie). Necht y(z), = € I je mazimalnim resenim rovnice
Y =g(y)h(z) aT €R.

(a) Jestlize je h(x) licha, pak H(z) je suda a funkce §(z) = y(—=z), € —I je
taktez maximalni resens.

(b) Jestlize je g(y) licha, pak G(y) je suda a funkce §(x) = —y(z), © € I je taktez
maximalni reseni.

(c) Jestlize jsou h(z) a g(y) sude, pak H(z) a G(y) jsou liche a funkce §(x) =
—y(—x), x € —I je taktez mazimalni reseni.

(d) Jestlize je h(x) T-periodicka, pak H(x) je take T-periodicka a pro kazde k € Z
je funkce yp(z) = y(x + kT), x € I — kT taktez mazimalni reseni.

(
(e) Jestlize je g(y) T-periodicka, pak G(y) je take T-periodicka a pro kazde k € Z
je funkce yi(v) = y(x) + kT, x € I taktez mazimalni reseni.



(0) 9(y) =y, h(z) =1

(1) I=R

(2) g(y) = 0 prave tehdy kdyz y = 0, ys:(z) =0, z € R.

3) J*=R*, J- =R".

(4) H(z) ==, G(y) = loglyl.

(5) Mf = {zcl; Hx)+cec GUJ*} =R, y*(2) = GYH(x) +¢) = +e™F°.

Obecne reseni ma tedy tvar yx(z) = Ke*, K € R (K = +e), x € R.

(6) Definicni obory reseni jsou R, tedy nelze lepit a reseni z (5) jsou maximalni
reseni.

(8) y(x) =¢€", z € R.

1.0.2 yy +ay* =z, y(1)=0

2
(0) Lze resit bud primo prevedenim na rovnici y' = *=*- nebo substituci y? =z,

coz vede na rovnici 2/ = 2z(1 — z). Budeme resit primo, tedy g(y) = %,
h(:c) = 2zx.
(1) I
(2) g(y) = 0 prave tehdy kdyz y = +1, y= (z) = +1, 2 € R.
(3) J! = (=00,-1), J2 = (=1,0), J3 = (0,1), J* = (1, +00).
(4) H(x)w Gly) = —log[1 - 1.
(5) Mi={xzel; H@z)+ce G (J)}. Tedy
Mcl = M;l = R7 cc R,
M2~ = M>" = (—o0,—/—¢), ¢<0,
M>T = M>*T = (y/=¢,+0), <0,
M? = M? = R, c>0.

()= —V1+e*"c ceR, x€eR,

(z) = l+e ¢ ceR, zeR
ta)= —V1-e ¢ <0, ze€ M>*,
yfi(:c) = l—e2*¢ ¢<0,x¢€ Mg’i,

()= —V1—e2"¢ >0, x€R,

(x) = l—e "¢ ¢>0, z€R.

(1.1)

(6) Vziﬂedem ke tvaru definicnich oboru jsou jedini kandidati na lepeni y a
3

Yo = -

(7) Po dopocitani limit derivaci funkeci yé’i v bode 0 dostavame, ze se daji slepit
jen ty s opacnym znamenkem. Tedy dostavame maximalni reseni

yE (z) = £sign(z)V1 — e 7*~¢, z € R.



(8) Dosazenim do rovnice ze zadani okamzite dostavame, ze reseni splnujici pocate-
cni podminku neexistuje.

2 . 3 . . .
1.0.3 3y = %4, y je maximalni reseni, ktere je omezene na svem
definicnim oboru

(y) = =% h(z) = — 2.

0) g
I = R+, I, =R™.

1

3

(0)
(1)
(2) g(y) = 0 prave tehdy kdyz y =0, i, (z) =0,z € I;, i = 1, 2.
(3) JL=R*, J2=R".

(4)

4) H(z) =1, G(y) = 1.

Y

(5) M} ={zel;; Hx)+ce G (J7)}. Tedy

I : i=j=1,¢>0
(O,—%): i=7=1¢<0,
0 i=1,j=2,¢>0,
MM::(—g+m):¢=Lj=zc<Q
¢ (o0, —=1): i=2,j=1¢>0,
0: i=2,j=1,¢<0,
(-1,0): i=2,j=2,¢>0,
Iy : i=2,j=2,¢<0.

Obecne reseni ma tedy tvar y2/ (r) = G (H(z) + ¢) = S5y, v € M.

(6) Reseni evidentne nelze lepit ani v bode 0, kde neni definovana puvodni rovnice,
ani v bode —%, kde reseni nemaji vlastni limitu.

(8) yer(2), yor!, pro ¢ > 0 a y2? pro ¢ < 0.

2 x
104y =~ y(0) =1

(0) g(y) =1+9% h(z) = — 15

(1) T=R.

(2) 9(y) #0,y € R

3) J=R.

(4) H(z) = —%log(1 + 2?), G(y) = arctan(y)

(5) Mo ={z€l;, Hxz)- £ €G())}. G(J)=(-3,%), tedy

= 0 ez,

= (=Ver—<-1,Ver—<c—-1) :ce(-mn),
= (Ve —-1,—Vem™c—-1) :c<—m,
F= (Vemm™< —1,Ver—c—1) e < -

S8gs

Ye(x) = G7! (H(x) — §). Obecne reseni ma tedy tvar y.(z) = tan (—% (c + log (1 + 2?))),

T
c€ (—m,m),z € M., yF(r) =tan (—% (c+10g (1 +x2))), c<—m oz €MFE



(6) Jedini kandidati na lepeni jsou y*_a y~, v bode 0. V tomto bode vsak maji
nevlastni limitu, tedy je nelze slepit.

(8) Pocatecni podminku splnuje y_ = (z).

1.0.5 o' = J/y? y(—14) = =32, y(0) =1

H(x) =z, G(y) = 3y°.
MF={xel; H(x)+ce G(J*)}. Tedy

Mf = (—c¢,+0) :c€eR,

M, = (—o00,—c¢) :c€R.
Obecne reseni ma tedy tvar y=(z) = G~ (H(z) +¢) = (2(z + c))%, r € MFE.

(6) limg,_yF(z) = limy_,_.ys(x) = 0. Tedy se daji kladna a zaporna reseni
navzajem lepit a take se daji lepit spolu se stacionarnim resenim. Obecne
maximalni reseni tedy maji tvar:

Yst(z) = 0 rx € R,
3 5. _

Ye(z) = {(5(I+C)) e :ceR
0 x> —c,

() 0 cx < —d, JcR

xTr) = 5 :

. E@+d)® z>-d,

Sx+0)°® rz<—c

(
Ye,a(x) = 0 cx €]—¢,—d], :c,deR, c>d.

(8) Z podminek plyne, ze reseni neni ani nezaporne ani nekladne a tedy se jedna
o reseni typu ye,q(z). Z podminky y(—14) = —32 plyne ¢ = % a z podminky
y(0) =1 plyne d = g Tedy ¢ < d a takove reseni neexistuje.

1.0.6 ¢ = <)

(0) g(y) =e7¥, h(x) = cos(x)
1) I =R.

(2) g(y) #0,y e R

(3) J=R.

(4) H(x) = sin(z), G(y) = €



(5) M.={xel; H(z)+ce G(J)}. G(J)=RT, tedy

M, = 1] e < -1,
M, = R te> 1,
MP¥ = (2kr — arcsin(c), (2k + 1)7 + arcsin(c)) :c€ (=1,1], k € Z.

ye(r) = GTY(H(x) + ¢). Obecne reseni ma tedy tvar
Ye(x) = log(sin(z) +¢) :z€R, ¢>1,
y¥(z) = log(sin(z)4+¢) :xe MF, ce(-1,1].

(6) Reseni ¥ maji na kraji svych definicnich oboru nevlastni limity, tedy nelze
lepit.

1.0.7 ¢/(2 —€*) = —3e” tan(y) cos?(y). Pro ktera A € R existuje
reseni splnujici: lim, .. y(x) — lim,, . y(z) = A?

(0) Prevedeme rovnici na rovnici:

3e® tan(y) cos?(y)
2—e®

y'(z) = -

: (1.2)

pak g(y) = tan(y) cos®(y), h(z) = —5*
omezime pouze na vysetrovani y € ( g g) a na zaver vyuzijeme periodicitu
k nalezeni vsech reseni.

(1) I = (—o0,log(2)), Iz = (log(2), +00).

(2) g(y) = 0 prave tehdy kdyz y = 0, g, (x) = 0, z € [;, i = 1,2.
(3) J' = (=5,0), 72 = (0,5).
(4)

()

. Funkce g je m-periodicka, tedy se

1

72

4) H(xz)=3log|2 — e*|, G(y) = log | tan(y)|.

5) M ={zel; Hz)+c€G(J)} =L,y (vr) = G~ (H(z)+c) = arctan (K (2 — e)3),

x €I, K € (0,+00) proi # j a K € (—00,0) pro ¢ = j, nebot K = +e°.
Obecne reseni ma tedy tvar yi (z) = arctan (K (2 — e*)3), K € R, z € I,.

(6) V prevedene rovnici (1.2) se lepit neda, neb jsou reseni definovana na maxi-
malnich podintervalech definicniho oboru teto rovnice.

(7) V puvodni rovnici lze vsechny reseni navzajem slepit v bode log(2), nebot
i, 10g(2) Yic () = limy_100(2) (¥ )’ (2) = 0, kde limity jsou zleva proi =1 a
zprava pro ¢ = 2. Pokud vezmeme v potaz na zacatku zminenou m-periodicitu
funkce g, pak obecne maximalni reseni ma tvar :

(2) = arctan (K (2 —e”)%) + kr 2 <log(2), K€R, keZ
YK.TRE) = arctan (T(2—¢")®) +kr :x>log(2), TER, keZ.

(8) Podminka je splnena pro A € (—m, 7).



@ :CS _ia
M =

c <17\/1+4c 1+\/1+4c) o> 1

2 ’ 2 . 4
M R < !
= o< ——
(& 47
Mt = (—oo, 71”2“46) re> —i,
M;? = (71+V21+4C,+oo) tc> —i.

yE(x) = G~ (H(x)+c). Obecna reseni maji tedy tvar yF (z) = v/—322 4 3z + 3¢,
r € MF, yo ' (z) = V=322 + 3z + 3¢, # € M_** pro prislusne indexy +, —, c

a .
(6) Reseni maji na kraji svych definicnich oboru nevlastni limity a tedy je nelze
lepit.
1.0.9 ay +y = 1>

2_
(0) Tato rovnice se da resit primo prevedenim na rovnici y* = ¥—¥ a nebo sub-
stituci z = xy. My pouzijeme substituci. Pomoci teto substituce prevedeme
puvodni rovnici na novou rovnici:

Tuto rovnici jsme jiz vyresili v 3. prikladu. Pouzijeme tedy toto reseni a
dopocitame y = .

(7) Reseni z kroku (0) lze slepit v 0. Tedy dostavame tyto reseni:

yi(x)= i :i=0,1, z€R

vea@) = g c€R\{0}, fe{gi‘i""c)

1.0.10 3 = 10°¥



(4) H(z) = 5257, G(v) = — ooy

(5) M, = {x eI, H(x) c G(J)}. Tedy

S « S
log(10)

0 :c <0,
Me = {(oo,logw(c)) ic>0.

ye(r) = G~1 (H(x) - m). Obecne reseni ma tedy tvar y.(x) = —log;q (¢ — 107),
c>0,x€ M.

(6) Reseni maji na kraji svych definicnich oboru nevlastni limity a tedy je nelze
lepit.

1.0.11 e ¥(1+y)=1
(0) Prevedeme na ekvivalentni rovnici
y =e¥—1.

Tedy, g(y) =¢? — 1, h(z) = 1.

(1) I =R.

(2) g(y) = 0 prave tehdy kdyz y = 0, yst(z) =0, z € R.

(3) Jt =R, J- =R".

(4) H(z) =z, G(y) =logle? — 1| —y.

(5) Mf={zxecl; Hz)+ccGUJH)} =R, G(J)=RaGJ)=R". Tedy

M; = R tc€eR,
M= (—oco0,—c) :c€R.

Tedy yF(z) = G™Y(H(x) + ¢) = —log(l Fe**°), c € R, z € MF. Polozime
K = Fe®. Obecne reseni ma tedy tvar

zeR DK >0,

y(z) = —log(l+ Ke®) {x € (—o0,—log(—K)) :K <O0.

(6) Reseni maji na kraji svych definicnich oboru nevlastni limity a tedy je nelze
lepit.

1.0.12  y'sin(x) = g(y), kde g(y) = ylog(y) pro y > 0 a g(0) =0

(0) Prevedeme puvodni rovnici na novou rovnici

y == , (1.3)

tedy h(z) = =%

sin(z) *
(1) Funkce h(x) je 27 periodicka, tedy budeme resit jen pro z € (—m,7) a na
zaver vyuzijeme periodicitu k nalezeni vsech reseni. I = (—m,0), I = (0, 7).

(2) g(y) = 0 prave tehdy kdyz y € {0,1}. Tedy yi, ,(z) = v, z € I, i € {1,2},
v e {0,1}.



(3) J'=(0,1), J* = (1, +00).
(4) H(x) =log [tan ()|, G(y) = log|log(y)|-
(5) M ={x € I; H(z)+ce G(JI)} =1I;, nebot G(J7) =R, j = 1,2. Obecne

reseni ma tedy tvar y% (z) = G~V (H(z) + ¢) = eKtan(5) 4 e I, kde

c

e 11 =7,
K= —e¢ i £,
0 stacionarni reseni.

Muzeme tedy psat yf ;. (=) = eKtan(%), xel; +2kn, K€R, keZ.

(6) Reseni rovnice (1.3) nelze lepit, neb v krajnich bodech definicnich oboru neni
tato rovnice definovana.

e (71) Lepeni v 2km: limy oy Yf 1 (z) = 1 pro K € R, k € Z, kde pro i = 1 se

X /
jednalo o limitu zleva a pro ¢ = 2 o limitu zprava. lim, o, (y}(k> (z) = %

pro K € R, k € Z, kde pro ¢ = 1 se jednalo o limitu zleva a pro i = 2 o
limitu zprava. Tedy spolu muzeme slepit jen reseni se stejnymi k € Z, K € R

a dostaneme yg k(x) = eKtan(%), x € (—mm)+2kr, KR, k €Z.
V techto bodech lze samozrejme slepit sama se sebou i konstantni 0 (nase
druhe stacionarni reseni) a tak i tato reseni mame definovana na (—, )42k,

keZ.
o (73) Lepeni v (2k + 1)7:

g = lm () (0) =400, K <OkEZ,
xa(zl}ffnﬂ yr k(@) = x%(%gfl)ﬂ (yrr) (x) =0, K>0kezZ,
dm vor@) =1 I (o) (@) =0, kez,
x—>(21}gr11)7r, yr k(@) = I_)(Ql}frfl)m (yxr) () =0, K <0,keZ,
ol yka(@)= I (ger) (@) =+o0, K>0k€Z,
am, vorl@) =l lm (%o.x)" (x) =0, ke Z.

Lze snadno nahlednout, ze Ize slepit obe stacionarni reseni. Rovnez lze slepit
zleva reseni se zapornym K a zprava reseni s kladnym K. Rovnez lze tato
reseni slepit se stacionarnim resenim (konstantni 0). Obecna maximalni reseni
maji tedy tvar:

yo(x) = O L E R,
yl(x) = 1: x€ R,
0: <(2k-1
AC R S K>0. ke,
eKtan(s) . o e (2 — 1)m, (2k + 1)7),
o (2) = Kn(5) o g e (2 — 1)m, (2k + 1)7), K-oker
K 0 x> (2k+ 1), ’ ’

oz e ((2k — 1w, 2k + 1)m),
ylr(z) = 40: ze[2k+)m, (20— 1)7], K<0,T>0,k<l€Z
z € (20— D, (20 + 1)m),



1.0.13 ¢ = }igz, y(0) =1

(0) g(y )*1+y2 hz) = 1152

1) 1

(2) g(y) #0,y € R.

(3) J

(4) H(z) = arctan(z), G(y) = arctan(y).

(5) M, = {z € I; H(z) +c € G(J)}, kde G(J) = (=3, ). Tedy,
0 ceR\ (—m,m),

M, = Igan (=5 —¢),+o0) EZi(O,W’O)’

(—oo,tan (Z —c))  :ce (0,7).

Obecne reseni ma tedy tvar y.(x) = tan(arctan(z) + ¢), ¢ € (-7, 7), x € M,.

(6) Reseni maji na kraji svych definicnich oboru nevlastni limity a tedy je nelze
lepit a reseni z (5) jsou maximalni reseni.

(8) y(x) = tan (arctan(z) + ) = 13£, z € (—o0, 1).



